
§3.1 二维随机向量及其分布函数

一.随机向量的定义

 定义： 设X1，X2，…，Xn是n个随机变量，由它
们构成的一个n维向量(X1，X2，…，Xn)称为n维
随机向量，亦称n维随机变量，X1，X2，…，Xn
叫做随机向量的分量。

 例如，打靶时弹着点的位置(X，Y)就是一个二维
随机向量。

 本章主要讨论二维随机向量及其概率分布，并把
它们推广到n维随机向量。



二.分布函数的定义

 定义: 设（X，Y）是二维随机向量，对于任意的

实数x，y，称二元函数

F(x，y)=P(X≤x,Y≤y)

为二维随机向量（X，Y）的分布函数，或称为

（X，Y）的联合分布函数。



随机向量的几何意义

 如果把二维随机向量（X，Y）看作平面上具有随
机坐标（X，Y）的点，那么，分布函数F（x，y）
在（x，y）处的函数值就是随机点（X，Y）落在
以点（x，y）为顶点而位于该点左下方的矩形区
域内的概率。

 随机点（X，Y）落在矩形区域 {x1<X≤x2，y1<
Y≤y2}内的概率可用分布函数表示为

P(x1<X≤x2 ， y1< Y≤y2)
=F(x2，y2)- F(x1，y2)- F(x2，y1)+ F(x1，y1)
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如图所示：



分布函数的性质：

 1. F(x,y)对x或y都是单调不减的。对任意固定的y，
当x2>x1时，F(x2,y)≥F(x1,y)；对任意固定的x，
当y2>y1时，F(x,y2)≥F(x,y1)。

 2.0≤F(x,y)≤1。对任意固定的y,
对任意固定的x,

 3.F(x,y)关于x,y右连续，即

 4.对任意
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 例3.1.1 定义二元函数

     显然，此二元函数满足性质（1）-（3）但不满
足性质（4）。

     因为取x1=-1, x2=1, y1=-1 y2=1，则有

          F(1，1)- F(1，-1)- F(-1，1)+ F(-1，-1)<0
     所以，F(x，y)不是一个二元分布函数。
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反例如下：



§3.2. 二维离散型随机向量

 定义：  如果二维随机向量（X，Y）的所有可能
取值是至多可列的，则称（X，Y）为二维离散
型随机向量。

 显然，若（X，Y）为二维离散型随机向量，则
随机变量X，Y均为一维离散型随机变量；反之
也成立。



 定义： 设二维离散型随机向量（X，Y）的所
有可能取值的集合为{(xi，yj)  i,j=1,2,…}，则称

pij=P(X=xi，Y=yj)  i,j=1,2,…
为（X，Y）的联合分布列（或分布列）。二维
离散型随机向量（X，Y）的联合分布列可用
如下的概率分布表来表示：

X        Y y1 y2 … yj …
x1 p11 p12 … p1j …

x2 p21 p22 … p2j …
… … … … … …
xi pi1 pi2 … pij …

… … … … … …



 pij具有性质：

 1.三项分布：

 在n重独立试验中，若每次试验有三种结果，A1
，A2，A3，P(Ai)=pi，p1+p2+p3=1。设A1发生X
次，A2发生Y次，则(X, Y)服从三项分布M(n; 
p1,p2,p3) ；
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 2.多元超几何分布。

 总共N个元素分为A，B，C三类，每类分别有N1
，N2，N3个，从中不放回地取出n个，设取到A
类X个，B类Y个，则(X, Y)服从二维超几何分布
。
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 例3.2.1 甲乙两盒分别存放形状相同的十个球和
九个球，其中甲盒4个红球3个白球3个黑球，乙
盒4个红球2个白球3个黑球。现从甲盒中任取一

球放入乙盒，充分混合后再从乙盒中取出一球放
回甲盒，设X，Y分别表示经如此交换后，甲盒
中的红球数与白球数，试求(X,Y)的联合分布列。

 解： P(X=3,Y=3)=P(取出一个红球，拿进一个黑
球)=0.4*0.3 

 P(X=4,Y=3)=P(取出一个红球，拿进一个红球；

取出一个白球，拿进一个白球；取出一个黑球，
拿进一个黑球；)=0.4*0.5+ 0.3*0.3+ 0.3*0.4
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§3.3. 二维连续型随机向量

 定义: 设（X，Y）是二维随机向量，F（x，y）
为其联合分布函数，若存在非负函数p（x，y），
使得对任意的实数x，y，都有  

                                                                                                      
      

     则称（X，Y）是二维连续性随机向量，p（x，y）
称为（X，Y）的密度函数（或联合密度函数）。
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密度函数的性质

 1.

 2.

 3.若p(x,y)在点(x,y)处连续，则

 4.p(x,y)的大小反映了二维随机变量(X,Y)在点
(x,y)附近的概率大小。
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 设D为平面上的有界区域，面积为SD ，若二维随
机变量(X,Y)的密度函数为：

则称(X,Y)服从D上的均匀分布。
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 若二维随机向量(X,Y)的密度函数为
                                                                                                      

      

其中μ1，μ2，σ1>0，σ2>0，|ρ|<1为参数，则称
(X,Y)服从二元正态分布N(μ1,μ2,σ1

2,σ2
2,ρ) ，简记

为(X,Y)~ N(μ1,μ2,σ1
2,σ2

2,ρ)。



 一般的，n维正态分布的密度函数如下：

 特别，在二维正态分布中

 代入即得到上式。
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 例3.3.1 设二维随机向量（X，Y）的密度函数为

求  （1）常数a；
      （2）（X，Y）的分布函数F（x，y）；
      （3）（X，Y）落在区域G={(x, y)|x+y<1}内
的概率。

 解：1）a=2； 3） 1/5
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§3.4. 边缘分布

 对于二维随机向量（X，Y），随机变量X和Y都
各自有自己的概率分布。随机向量的分布函数完
全决定了X和Y的概率特征，这样，我们可以通

过联合分布函数得到各个分量的分布函数，这样
得到的分布函数称为边缘分布函数。

 问题：边缘分布能否唯一决定联合分布？



一.一般情形

 定义: 设（X, Y）是二维随机变量，F（x，y）
是它的联合分布函数，令
FX（x）= F（x, +∞），  FY（y）=F（+∞, y）
则称FX（x）为（X，Y）关于X的边缘分布函数;
称FY（y）为（X, Y）关于Y的边缘分布函数。
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二. 离散型随机向量

 设二维随机向量（X, Y）的联合分布列为

             pij=P（X=xi，Y=yj）i , j=1,2,…则

记

则

称为X,Y的边缘分布列。
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 例3.4.1： 证明三项分布的边缘分布是二项式分
布。

 证：当k=0,1,…,n时
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 例3.4.2：设随机变量X,Y同分布，

且P(XY=0)=1，求(X,Y)的联合分布律。

 解：
X Y -1 0 1 pi•

-1
0
1

p11
p21
p31

p12
p22
p32

p13
p23
p33

0.25
0.5

0.25
p•j 0.25 0.5 0.25 1

-1 0 1
0.25 0.5 0.25



 由P(AB)=0得p11=p13=p31=p33=0;
 利用边缘分布计算得：

 p21=p12=p23=p32=0.25；p22=0。

X            Y -1 0 1

-1 0 0.25 0

0 0.25 0 0.25

1 0 0.25 0



三. 连续型随机向量

 设（X, Y）的联合分布函数为F(x，y) ，联合
密度函数为p(x，y)，X的边缘分布函数为
FX(x)，Y的边缘分布函数为FY(y)，则

     为的X,Y边缘概率密度函数。
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 例3.4.3： 设 （X, Y）在单位圆G={(x, 
y)|x2+y2≤1}上服从均匀分布，试求X和Y的边
缘密度函数。

 例3.4.4： 若二维随机向量（X, Y） 服从二元
正态分布N(μ1,μ2,σ1

2,σ2
2,ρ)，试求X和Y的边缘

密度函数。



 解：

 于是X~ N(μ1,σ1
2)，Y~N(μ2,σ2

2)。
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 例3.4.5：若二维随机向量(X,Y)服从平面区域D
上的均匀分布，其中D为y=x2与y=x围成的有界
区域，试求X和Y的边缘密度函数。

 解：
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 设X的分布函数为F(x)，则在A(假设P(A)>0)发生
的条件下X的条件分布函数为：

 例3.5.1： 设随机变量X的密度函数为

求X>1/2条件下X的条件分布函数。

§3.5  条件分布
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 设二维随机向量（X, Y）的联合分布列为

                   pij=P（X=xi，Y=yj）i , j=1,2,…
记

则

分别称为在Y=yj条件下X的条件分布及在X=xi条件
下Y的条件分布.
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 例3.5.2: 设二维随机向量（X，Y）服从三项分布
M(n; p1,p2,p3) ，求在给定Y= k2条件下X的条件
分布。
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 在给定Y = k2的条件下X的条件分布

 可见此时X的条件分布为为B(n- k2, p1/(1-p2))
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二. 连续型随机变量的条件密度

 定义：设（X, Y）的联合密度函数为p(x，y)，
若对于任意x，极限

存在，则称此极限为在条件Y=y下X的条件分布
函数，记为                     。
若存在                      ，使得

0
lim { | }P X x y Y y
ε

ε
→

≤ < ≤ +

| ( )X Y yF x=

X|Y=y ( ) 0p x ≥

X|Y=y |( ) ( )
x

X Y yF x p x dx=
−∞

= ∫

X|Y=y ( ) Y y Xp x =则称 为在条件 下 的条件密度函数。



 定理：设(X, Y)是二维连续型随机向量，p(x, y)
为它的联合密度函数,  pX(x)和pY(y)分别为X和Y
的密度函数。若p(x,y)在点(x,y)处连续， pY(y)在
y处连续，且pY(y)>0，则 

    类似地可以证明

|
( , )( )

( )X Y y
Y

p x yp x
p y= =

|
( , )( )

( )Y X x
X

p x yp y
p x= =



 证明：

| 0 0

0 0

0

|

( , ) ( , ) ( , )( ) lim lim
( ) ( ) ( )

( ( , ) )
( , ) ( , )lim lim

( ) ( ) '( )lim

( , )
( , ) ( )

( ) ( )

Y X x
X X

yx

x

X X X

y

y

Y X x
X X

P x X x Y y F x y F x yF y
P x X x F x F x

p u v dv du
F x y F x y

F x F x F x

p x v dv
p x v dv p y

p x p x

ε ε

ε

ε ε

ε

ε ε
ε ε

ε
ε ε
ε
ε

= → →

+

−∞

→ →

→

−∞
=

−∞

< ≤ + ≤ + −
= =

< ≤ + + −

+ −

= =
+ −

= = ⇒ =

∫ ∫

∫
∫

( , )
( )X

p x y
p x



 例3.5.3: 设二维随机向量（X，Y）的密度函数为

求X在Y=y条件下的条件密度。

 解：

15 (2 ), 0 1,0 1
( , ) 2

0,

x x y x y
p x y

 − − ≤ ≤ ≤ ≤= 
 其它

|

0 1
6 (2 ) 0 1( , ) 4 3( )

( )
0

X Y y
Y

y
x x y xp x y yp x

p y=

< <

− − < < −= = 


当 时，

其他



 例3.5.4：多元正态分布的条件分布。

 解：

 于是Y|X=x~

2
1
2
1

2 2
1 1 2 2

2 2 22
1 1 2 21 2

| ( )
2

1

( ) ( )( ) ( )1 1exp 2
2(1 )2 1( , )( )

( ) 1 e
2

Y X x x
X

x x y y
p x yp y
p x µ

σ

µ µ µ µρ
ρ σ σ σ σπσ σ ρ

πσ

= −
−

  − − − − − − +  − −   = =

2
1
2
1

2
2 22 1 1

2 22
2 1 11 2

( )
2

1

22 1
22

2 12

( )1 1exp ( ) (1 )
2(1 )2 1

1 e
2

1 1exp ( )
2(1 )2 1

x

y x x

y x

µ
σ

µ µ µρ ρ
ρ σ σ σπσ σ ρ

πσ

µ µρ
ρ σ σπσ ρ

−
−

  − − − − − + −  − −   =

  − − = − −  − −   

2 22
2 1 2

1

( ( ) , (1 ))N x σµ ρ µ σ ρ
σ

+ − −



 例3.5.5：设随机变量X在(0,1)上随机取值，在
X=x的条件下，Y在区间(0，x)上随机取值，1）
求Y的密度函数，2）求概率

 解：

2 2( 1| ),0 1P X Y X x x+ < = < <

2 2

|

2 2 2 2

2

1 min( , 1 )

|0 0

2 2

1/ 0 1
1. ( , ) ( ) ( )

0

ln 0 1
( ) ( , )

0

2. ( 1| ) ( 1 | )

(0 1 | )
1( )

1 min( , 1 ) min(1, 1/ 1)

X Y X x

Y

x x x

Y X x

x y x
p x y p x p y

y y
p y p x y dx

P X Y X x P Y X X x

P Y X X x

p y dy dy
x

x x x
x

=

+∞

−∞

− −

=

< < <
= = 


− < <

= = 


+ < = = < − =

= < < − =

= =

= − = −

∫

∫ ∫

，
其他

其他



§3.6  随机变量的独立性

 对于两个随机变量X和Y，其中任意一个随机变

量取值对另一个随机变量没有什么影响，这时就
称这两个随机变量相互独立。

 当然，这只是对随机变量独立性的一种直观描述
。严格地讲，若对任意事件A，B，事件{ X∊A }
与事件{ Y∊B }相互独立，则称X和Y相互独立。



随机变量相互独立的定义

 定义: 设二维随机向量(X, Y )的联合分布函数为
F (x, y)，X和Y的分布函数分别为FX (x)和FY (y)，
如果对任意实数x, y，有

                        F (x, y)= FX (x) FY (y) 

成立，则称X与Y相互独立，简称为X与Y独立。

 注1:

 注2：若X与Y相互独立，则f(X)与g(Y)也相互独
立。

, , ( , ) ( ) ( ) , , ( , ) ( ) ( )X Yx y F x y F x F y A B P X A Y B P X A P Y B∀ = ⇔∀ ∈ ∈ = ∈ ∈



离散型和连续型情况：

 （1）如果(X, Y )是二维离散型随机向量，其联合
分布列  为{ pij } i , j=1,2,…，那么X与Y独立的充
要条件是
            P(X=xi，Y=yj)= P(X=xi) P(Y=yj)   i , 
j=1,2,…
即       
                     pij = pi. p. j i , j=1,2,…           

 （2）如果(X, Y )是二维连续型随机向量，p(x, y )
为它的联合密度函数,  pX (x )和pY (y )分别为X和Y 
的密度函数，那么X与Y独立的充要条件是
                  p(x, y )= pX (x ) pY (y )         



 例3.6.1 若二维随机向量（X，Y）在单位圆上服
从均匀分布，问X与Y是否相互独立？

 例3.6.2 若二维随机向量（X，Y）服从二元正态
分布N(μ1，μ2，σ1

2，σ2
2，ρ)，则X与Y相互独立的

充要条件是ρ=0。

 例3.6.3 若二维随机向量（X，Y）服从

试问X,Y是否独立？

6 ,      0 1
( , )

0,                     
x x y

p x y
< < <

= 
 其它.





 例3.6.4：设二维连续型随机向量(X, Y)的联合分

布函数为
F(x,y)=A(B+arctan(x/2))(C+arctan(y/3)),试求: 
(1) 系数A, B及C; 
(2) (X,Y)的联合密度函数; 
(3) X,Y的边缘分布函数及边缘密度函数; 
(4) X和Y是否独立? 说明理由。



 解：1.

 2.

 3.

2

( , ) ( arctan( / 2))( / 2) 0
( , ) ( / 2)( arctan( / 3)) 0
( , ) ( / 2)( / 2) 1

1/ , / 2

F x A B x C
F y A B C y
F A B C
A B C

π
π
π π

π π

−∞ = + − =
−∞ = − + =
+∞ +∞ = + + =

∴ = = =
2

2 2 2

( , ) 6( , )
(4 )(9 )

F x yp x y
x y x yπ

∂
= =

∂ ∂ + +

2

2

1 2( ) ( , ) ( arctan ), ( )
2 2 (4 )

1 3( ) ( , ) ( arctan ), ( )
2 3 (9 )

X X

Y Y

xF x F x p x
x

yF y F y p y
y

π
π π

π
π π

= +∞ = + ∴ =
+

= +∞ = + ∴ =
+



§3.7  随机向量函数的分布 

已知二维随机向量(X, Y)的联合分布，如何求(X, Y)的函数g 
(X , Y)的分布？

设二维连续型随机向量(X, Y)的联合密度函数为p(x , y)，要
求Z= g (X , Y)的密度函数，这类问题的基本方法是先求Z的
分布函数，然后再通过求导得到相应的密度函数。

根据定义，Z= g (X , Y)的分布函数为 

再通过对z求导即可得Z= g (X , Y)的密度函数。

( , )

( ) ( ( , ) ) ( , )
g x y z

F z P g X Y z p x y dxdy
≤

= ≤ = ∫∫



 例3.7.1：设随机变量X,Y相互独立，服从参数为
λ1 ，λ2的泊松分布，求Z=X+Y的分布。

 解：

 注：二项分布也具有分布可加性：若X~B(n1, p)
，Y~B(n2, p)且X，Y独立，则Z=X+Y~B(n1+n2, 
p)。

( )

1 2

1 2 1 2

0

1 2

0 0

( ) ( )

1 2 1 2
0

.

( ) ( )

   ( ) ( )
! ( )!

!   ( )
! !( )! !

n

k

k n kn n

k k

n
k n k n

k

P Z n P X Y n P X k Y n k

P X k P Y n k e e
k n k

e n e
n k n k n

λ λ

λ λ λ λ

λ λ

λ λ λ λ

=

−
− −

= =

− + − +
−

=

 
= = + = = = = − 

 

= = = − =
−

= = +
−

∑ ∑

∑

 ，



和与差的分布

 设(X, Y)的密度函数为p(x , y)，求Z=X+Y的密度
函数。

 求导得：

( ) ( ) ( , )

( ( , ) ) ( ( , ) )

( ( , ) )

Z
x y z

z x z

z

F z P X Y z p x y dxdy

p x y dy dx u y x p x u x du dx

p x u x dx du

+ ≤

+∞ − +∞

−∞ −∞ −∞ −∞

+∞

−∞ −∞

= + ≤ =

= = + −

= −

∫∫

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫

令

( ) ( , ) ( , )Zp z p x z x dx p z y y dy
+∞ +∞

−∞ −∞

= − = −∫ ∫



 特别的，若X , Y相互独立，pX (x),  pY (y)分别为
它们的密度函数。则上述公式可表示为：

 类似的，差Z=X-Y的卷积公式为：

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Z X Y X Yp z p x p z x dx p z y p y dy
+∞ +∞

−∞ −∞

= − = −∫ ∫

( ) ( , ) ( , )Zp z p x x z dx p z y y dy
+∞ +∞

−∞ −∞

= − = +∫ ∫



 例3.7.2：设设随机变量X,Y相互独立，服从
N(0,1)，求X+Y的分布。

 解：

 若X,Y相互独立，

2 2 2 2

2 2 2

/2 ( ) /2 /4 ( /2)

/4 ( /2) /4

 ( )= ( ) ( )

1 1        
2 2

1 1 1         ,
2 2

Z X Y

x z x z x z

z x z z

p z p x p z x dx

e e dx e e dx

e e dx e

π π

π π π

+∞

−∞

+∞ +∞− − − − − −

−∞ −∞

+∞− − − −

−∞

−

= ⋅ =

= =

∫

∫ ∫

∫
2 2

1 1 2 2 ( , ), ( , )X N Y Nµ σ µ σ 

2 2
1 2 1 2 ( , )X Y N µ µ σ σ+ + +则



 例3.7.3：设随机变量X与Y相互独立，且X～
U[0,1]，Y～E(1)，求Z=2X+Y的概率密度。

 解：2X～U[0,2]，运用卷积公式

2

2
0

( )

0
2

( ) 2

0

12 : ( ) ( ) ( ) = ( )
2

1 10 2 ( ) (1 )
2 2

1 12 ( ) ( 1)
2 2

Z X Y Y

z
z x z

Z

z x z
Z

Z X Y p z p x p z x dx p z x dx

z p z e dx e

z p z e dx e e

+∞

−∞

− − −

− − −

= + = − −

< < = = −

> = = −

∫ ∫

∫

∫

当 时，

当 时，



 例3.7.4：设设随机变量X,Y相互独立，服从[0,1]
上的均匀分布，求Z=|X-Y|的密度函数。

 解：

| |

2

| |

( ) ( ) (| | ) ( , )

( 0<z<1 ) 1 (1 )

2 ,      0 1
( )

0,                     

z

Z
x y z

D
x y z

z

F z P Z z P X Y z p x y dxdy

dxdy S z

z z
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− ≤

− ≤

= ≤ = − ≤ =

= = = − −
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= 


∫∫

∫∫当 时

其它.



最大值与最小值的分布

 设X 与Y是两个相互独立的随机变量，它们的分布
函数分别为FX (x )和FY (y )，密度函数分别为fX (x 
)和fY (y )。求M=max{X,Y}和N=min{X,Y}的分布函
数。

FM (z )= P (M≤z)=P (X≤z, Y≤z)=P (X≤z)P (Y≤z)
 M的分布函数为

                       FM (z )= FX (z ) FY (z )
 N的分布函数为

                    FN (z )= 1- (1- FX (z ))(1- FY (z ))               
M和N的密度函数可通过对分布函数求导数得到。



 以上结果可以推广到n个独立随机变量的情形：

 设随机向量(X1, X2, …,Xn)相互独立， Xi的分布
函数为Fi(x)，i=1,2,…,n。 求M=max{X1, X2, 
…,Xn} ， N=min{X1, X2, …,Xn}的分布函数。

 M的分布函数为
               FM(z)= F1(z) F2(z)… Fn(z)

 N的分布函数为
      FN(z)=1- [1- F1(z)][(1- F2(z)]… [(1-Fn(z)]



 例3.7.5：设随机向量(X1, X2, …,Xn)相互独立，
服从[0,1]上的均匀分布，求X(n)=max{X1, X2, 
…,Xn} ， X(1)=min{X1, X2, …,Xn}的密度函数。

 解：

1

max
,           0 1

( )
0,                     

nnz z
p z

− < <
= 
 其它.

1

min
(1 ) ,           0 1
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nn z z
p z

− − < <
= 
 其它.



 例3.7.6：设随机变量X,Y独立，均服从标准正态
分布，求                         的密度函数。

 解：

2 2 2

2 2

2

2 2

2 2

{( , )| }

2
/2 /2

0 0
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 ( ) ( ) ( )
1 exp{ }
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1 1
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−

= ≤ = + ≤
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 例3.7.7：设随机变量X,Y独立，P(X=k)=1/3，
k=1，2，3。Y服从指数分布E(1)，求Z=X+Y的
密度函数。

 解：
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